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GREEN

Sandro Dias Pinto Vitenti

Departamento de Fı́sica – CCE – UEL

1. Considere a distribuição normal pσ(x) = 1√
2πσ2

e−x
2/2σ2

, onde σ > 0 é o desvio
padrão.

(a) Mostre que a distribuição é normalizada, i.e,

∞∫
−∞

pσ(x)dx = 1. (1)

(b) Mostre que a integral tem o seguinte limite

lim
σ→0

∞∫
−∞

f (x)pσ(x)dx = f (0).

Ou seja, mostre que o limite da distribuição normal quando σ→ 0 é a função
delta de Dirac.

2. Podemos construir a inversa da derivada de uma função f (x) onde x ∈ (a, b) como

f (x) =

x∫
a

f ′(y)dy, f (x) =
d

dx

x∫
a

f (y)dy. (2)

onde f (a) = 0 = f (b).

(a) Mostre que podemos reescrever as expressões acima usando a função de
Heaviside θ(x), i.e,

θ(x) =

0, x < 0,

1, x ≥ 0.
(3)

Ou seja, a função de Heaviside é a função de Green para a derivada.
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(b) Calcule a integral da função de Heaviside, i.e,

G(x) ≡
x∫
a

θ(y)dy. (4)

e mostre que a integral da função de Heaviside é a função de Green para a o
operador derivada segunda:

d2

dx2

b∫
a

G(x − y)f (y)dy = f (x).

(c) Mostre também a relação inversa, i.e,

f (x) =

b∫
a

G(x − y)
d2

dy2 f (y)dy. (5)

(d) Escreva a função de Green em termos da distância σ(x, y) = |x − y|.

3. Função de Green do Laplaciano:

(a) Mostre que o Laplaciano em três dimensões, i.e.,

∇2 =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

,

atuando sobre 1/σ(x, y) é zero para todo x , y, i.e.,

∇2 1
σ(x, y)

= 0.

(b) Regularize a função 1/σ(x, y) usando o parâmetro ε > 0, i.e,

Gε(x, y) = − 1
4π

1√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2 + ε2

.

Mostre que a integral do Laplaciano da função regularizada é um, i.e,∫
R3

∇2Gε(x, y)d3x = 1.

4. Faça a dedução das identidades de Green para o Laplaciano.
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(a) Deduza as identidades de Green:∮
∂Ω

φ∇ψ · dS =
∫
Ω

(
∇φ · ∇ψ + φ∇2ψ

)
d3x, (6)

∮
∂Ω

(φ∇ψ − ψ∇φ) · dS =
∫
Ω

(
φ∇2ψ − ψ∇2φ

)
d3x. (7)

onde Ω é um volume limitado por uma superfı́cie ∂Ω.

(b) Mostre como combinar a segunda identidade de Green com a função de
Green do Laplaciano para obter a solução da equação de Poisson.
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