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1. Considere a distribuição normal pσ(x) =
1√
2πσ2

e−x
2/2σ2 , onde σ > 0 é o desvio

padrão.

(a) Mostre que a distribuição é normalizada, i.e,

∞∫
−∞

pσ(x)dx = 1. (1)

(b) Calcule a média e o valor esperado das potências impares de x, i.e,

〈
x2n+1

〉
=

∞∫
−∞

x2n+1pσ(x)dx. (2)

(c) Calcule a média e o valor esperado das potências pares de x, i.e,

〈
x2n

〉
=

∞∫
−∞

x2npσ(x)dx. (3)

(d) Usando os resultados anteriores, mostre que a integral

∞∫
−∞

f (x)pσ(x)dx = f (0) +
σ2

2
f ′′(0) +

σ4

8
f (4)(0) + . . . .

Onde ′ denota a derivada em relação a x. Ou seja, mostre que o limite da
distribuição normal quando σ→ 0 é a função delta de Dirac.

2. No caso de uma dimensão, a função de Green para o operador derivada segunda
é proporcional a função distância σ(x, y) = |x − y|. Em três dimensões, a função
de Green também pode ser escrita em termos da distância

σ(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2,
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onde x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3).

(a) Mostre que o Laplaciano em três dimensões, i.e.,

∇2 =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
,

atuando sobre 1/σ(x, y) é zero para todo x , y, i.e.,

∇2 1
σ(x, y)

= 0.

(b) Regularize a função 1/σ(x, y) usando o parâmetro ε > 0, i.e,

Gε(x, y) = −
1
4π

1√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2 + ε2

.

Mostre que a integral do Laplaciano da função regularizada é um, i.e,

lim
ϵ→0

∫
R3

∇2Gε(x, y)d
3x = 1.

2


