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1. Considere os operadores de momento angular em mecénica qudntica e responda
as questdes abaixo:

(a) Defina os operadores de momento angular L,, I:y e L, em termos dos opera-
dores de posicdo %, 9, £ e momento p,, Py Dz

(b) Mostre que os operadores de momento angular satisfazem a relagao de
comutagao:

3
[]:i, ]:]] = ihzeijkl:kl
k=1

onde €;jx € o simbolo de Levi-Civita.
(c) Explique o significado fisico das relagdoes de comutag¢do acima e como elas

estdo relacionadas a dlgebra de Lie do grupo de rotagdes SO(3).

2. Considere a dlgebra de Lie associada a um grupo de rotagdes generalizado, cujos
geradores sdao denotados por fx, fy e fzz

(a) Mostre que os geradores J; satisfazem a mesma relacdo de comutagao:
Ui Jj] = iheijik-

(b) Explique que, ao contrario dos operadores de momento angular orbital L;, os
geradores J; ndo estdo necessariamente associados a coordenadas espaciais,
mas podem representar transformacoes mais gerais em um espaco abstrato.

(c) Defina o operador j? = j2 + ]3 + J2 e mostre que ele comuta com cada um
dos geradores J;.

(d) Explique que estamos agora procurando representacdes arbitrarias da dlgebra
de Lie, que podem descrever sistemas fisicos além do momento angular or-
bital, como o spin.

3. Considere as representagdes irredutiveis da dlgebra de Lie generalizada:
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(a)

Defina os operadores escada f+ e J_ como:
o=Toril, I=f-il,
Mostre que esses operadores satisfazem as seguintes relagoes de comutagdo:
0o Jul = =hs, [J1,J-] = 20)..
Considere um autoestado |\, m) de j? e f,, tal que:
JEIN my =X\ m), T, |\ m)=mh|\ m).

Usando os operadores escada, mostre que:

J.(Js [N, my) = (m = DA A, m)).

Conclua que ], atuam como operadores de levantamento e abaixamento,
aumentando ou diminuindo o valor de m em uma unidade de A.

Mostre que os autovalores de j? e J, sdo limitados. Para isso, use a relagdo:

Demonstre que:
A > m’h,

Conclua que existe um valor maximo 1,5, € um valor minimo m;,, para m,
tais que:
Jo I Mgax) = 0, J_ |\, M) = 0.

Usando as rela¢des acima, mostre que os autovalores de 2 sio dados por:
A=h%j(j+ 1),

onde j é um numero inteiro ou semi-inteiro, e m assume valores no intervalo
—-j<m<j.

Defina os estados |j, m) como autoestados simultaneos de j? e J,, com au-
tovalores h%j(j + 1) e mh, respectivamente. Mostre que a dimensido da
representacao irredutivel é 2j + 1.

Discuta como os valores de j e m estdo relacionados a estrutura da algebra
de Lie e as representagées irredutiveis do grupo de rotagdes SO(3). Explique
por que j pode assumir valores inteiros ou semi-inteiros, dependendo da
representacao.

4. Considere o conceito de spin em mecdnica qudntica:

(a)

(b)

Defina os operadores de spin S, @y e S, e mostre que eles satisfazem a
mesma algebra de Lie que os geradores J;.

Explique a diferenca entre momento angular orbital e spin, destacando as
propriedades fisicas e matematicas de cada um.
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(c) Considere uma particula com spin 1/2. Mostre que os autoestados de S,
podem ser escritos como |+) e |-), e encontre as matrizes de Pauli que
representam os operadores de spin nessa base.

(d) Considere uma diregdo arbitrdria no espago, dada pelo vetor unitdrio n =
(sin Bcos ¢, sin Osin ¢, cos 0). Encontre o espinor |{) que representa uma
particula com spin +1/2 na direcdo n. Mostre que esse espinor pode ser
escrito como (a menos de uma fase):

[Py = e %2 cos (g) [+) + e %2 sin(g) |-).

Explique o significado fisico dos dngulos O e ¢ nessa expressao.



