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1. Considere os operadores de momento angular em mecânica quântica e responda
às questões abaixo:

(a) Defina os operadores de momento angular L̂x, L̂y e L̂z em termos dos opera-
dores de posição x̂, ŷ, ẑ e momento p̂x, p̂y , p̂z .

(b) Mostre que os operadores de momento angular satisfazem a relação de
comutação:

[L̂i , L̂j ] = iℏ
3∑

k=1

ϵijk L̂k ,

onde ϵijk é o sı́mbolo de Levi-Civita.

(c) Explique o significado fı́sico das relações de comutação acima e como elas
estão relacionadas à álgebra de Lie do grupo de rotações SO(3).

2. Considere a álgebra de Lie associada a um grupo de rotações generalizado, cujos
geradores são denotados por Ĵx, Ĵy e Ĵz :

(a) Mostre que os geradores Ĵi satisfazem a mesma relação de comutação:

[Ĵi , Ĵj ] = iℏϵijk Ĵk .

(b) Explique que, ao contrário dos operadores de momento angular orbital L̂i , os
geradores Ĵi não estão necessariamente associados a coordenadas espaciais,
mas podem representar transformações mais gerais em um espaço abstrato.

(c) Defina o operador Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z e mostre que ele comuta com cada um

dos geradores Ĵi .

(d) Explique que estamos agora procurando representações arbitrárias da álgebra
de Lie, que podem descrever sistemas fı́sicos além do momento angular or-
bital, como o spin.

3. Considere as representações irredutı́veis da álgebra de Lie generalizada:
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(a) Defina os operadores escada Ĵ+ e Ĵ− como:

Ĵ+ = Ĵx + i Ĵy , Ĵ− = Ĵx − i Ĵy .

Mostre que esses operadores satisfazem as seguintes relações de comutação:

[Ĵz , Ĵ±] = ±ℏĴ±, [Ĵ+, Ĵ−] = 2ℏĴz .

(b) Considere um autoestado |λ, m⟩ de Ĵ2 e Ĵz , tal que:

Ĵ2 |λ, m⟩ = λ |λ, m⟩ , Ĵz |λ, m⟩ = mℏ |λ, m⟩ .

Usando os operadores escada, mostre que:

Ĵz(Ĵ± |λ, m⟩) = (m ± 1)ℏ(Ĵ± |λ, m⟩).

Conclua que Ĵ± atuam como operadores de levantamento e abaixamento,
aumentando ou diminuindo o valor de m em uma unidade de ℏ.

(c) Mostre que os autovalores de Ĵ2 e Ĵz são limitados. Para isso, use a relação:

Ĵ2 = Ĵ2
z +

1
2

(Ĵ+ Ĵ− + Ĵ− Ĵ+).

Demonstre que:
λ ≥ m2ℏ2.

Conclua que existe um valor máximo mmax e um valor mı́nimo mmin para m,
tais que:

Ĵ+ |λ, mmax⟩ = 0, Ĵ− |λ, mmin⟩ = 0.

(d) Usando as relações acima, mostre que os autovalores de Ĵ2 são dados por:

λ = ℏ2j(j + 1),

onde j é um número inteiro ou semi-inteiro, e m assume valores no intervalo
−j ≤ m ≤ j.

(e) Defina os estados |j, m⟩ como autoestados simultâneos de Ĵ2 e Ĵz , com au-
tovalores ℏ2j(j + 1) e mℏ, respectivamente. Mostre que a dimensão da
representação irredutı́vel é 2j + 1.

(f) Discuta como os valores de j e m estão relacionados à estrutura da álgebra
de Lie e às representações irredutı́veis do grupo de rotações SO(3). Explique
por que j pode assumir valores inteiros ou semi-inteiros, dependendo da
representação.

4. Considere o conceito de spin em mecânica quântica:

(a) Defina os operadores de spin Ŝx, Ŝy e Ŝz e mostre que eles satisfazem a
mesma álgebra de Lie que os geradores Ĵi .

(b) Explique a diferença entre momento angular orbital e spin, destacando as
propriedades fı́sicas e matemáticas de cada um.

2



sandro dias pinto vitenti

(c) Considere uma partı́cula com spin 1/2. Mostre que os autoestados de Ŝz

podem ser escritos como |+⟩ e |−⟩, e encontre as matrizes de Pauli que
representam os operadores de spin nessa base.

(d) Considere uma direção arbitrária no espaço, dada pelo vetor unitário n =
(sin θcosφ, sin θsinφ, cos θ). Encontre o espinor |ψ⟩ que representa uma
partı́cula com spin +1/2 na direção n. Mostre que esse espinor pode ser
escrito como (a menos de uma fase):

|ψ⟩ = e−iφ/2 cos
(
θ

2

)
|+⟩ + eiφ/2 sin

(
θ

2

)
|−⟩ .

Explique o significado fı́sico dos ângulos θ e φ nessa expressão.
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