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Considere a Hamiltoniana de um oscilador harmoénico unidimensional:
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1. Solugao Classica:
(a) Encontre as equagdes de movimento para x e p.

(b) Definindo um vetor no espago de fase v = (;), mostre que duas solugoes

tem Wronskiano constante,

1 d
W(vy,vp) = P (x1p2 — x2p1), —W(vy, 1) =0,

dt
onde vy = (xl) evy = (xz).
P1 P2

(c) Mostre que duas solugdes sao linearmente independentes se W(vy, v;) # 0.

Xc

2. Complexificando o espago de fase, v, = v + iv, = ( ), mostre que:

c

(a) O Wronskiano de uma solugdo com sua conjugada é dado por
W(vZ, ve) = 2iW(vy, vy).

Ou seja, o Wronskiano de uma solu¢do com sua conjugada é puramente ima-
gindrio e diferente de zero se as partes reais e imagindrias forem linearmente
independentes.

(b) Mostre que a solucao geral pode ser escrita como

vo(t) = Aexp(iwt) + Bexp(—iwt)
T limow [Aexp(iwt) — Bexp(—iwt)])’

(c) Demonstre que o Wronskiano da solugao geral é¢ dado por

W(v;, v.) = 2imw(A*A - B'B).
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Mostre que o Wronskiano é invariante por transformacdes de fase na solugao
geral. Discuta o que isso significa.

(d) Note que o Wronskiano é puramente imagindrio e tem unidade de agao.
Mostre que o produto

(Ve1,Ve2) =

lhw(v:‘l’ vCZ)f

satisfaz todos os axiomas de um produto interno, exceto a positividade.

=>

3. Solugdo Quantica: Definindo ¢ = ( A) e estendendo o produto interno para opera-

dores,
. 1 +
(vclr vc2) = Ew(vcl' ch)r

onde ¥, é um operador par de operadores e ¥, é uma solugdo complexa. Mostre
que:

(a) Dado o operador

N (o _ XPc— PXc
a= (v’ vC) - ih
Mostre que seu adjunto é dado por
4o W) tpi-px
ih ih

Mostre também que o comutador entre 4 e 4™ é dado por

2
[4, d-l-] = (ve,v) = % (A"A-B"B).

Para impor a comutagdo candnica, escolhemos (v, v.) = 1.

(b) Mostre que o operador N = 4%d é auto-adjunto e que seu espectro é nio
negativo.

(c) Dado um auto-estado de N, |n), mostre que
Niny = nlny,

onde 1 é um nimero inteiro ndo negativo.

(d) Mostre que o operador 4 é aniquilador, isto é, d|n) = v/n|n — 1). Discuta a
escolha de fase.

(e) Mostre que o operador d' é criador, isto ¢, aT|n) = Vi + 1|n + 1).
4. Escolha de representagao:

(a) Calcule os seguintes comutadores:

(4, %] =xc, 4 p]=pe  [4%"]=nxt",



SANDRO DIAS PINTO VITENTI

(b) Usando os comutadores acima mostre que
[4,H] = PP, mw?x %,
m

(c) Para termos um operador aniquilador compativel com a Hamiltoniana,
precisamos que o comutador [4, H] seja proporcional a 4. Em outras palavras,
precisamos que

[4,[4, H]] = 0.

(d) Use arelagao acima para mostrar que
1
Ipe| = mowlx,|, 0y — 6, = T((n + E)' VneZ,
onde x. = |x.|exp(i6;) e p. = |pc|eXp(iep).

(e) Usando a normalizagao (v, v.) = 1, mostre que

h mwh
2 _ 2 _
kel =5 p?=

(f) Finalmente, fazendo a escolha de fase 0, = 0 e n = 0, mostre que

N _ ;. |mwh
"N 2mo  PeT 2



