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Em toda a lista abaixo usaremos assinaturas (—, +, +, +) e as coordenadas em anos-
luz.

1. Tempo proprio e dilatagdo temporal na métrica de Minkowski: Considere duas
trajetérias (curvas tipo-tempo) em um espaco-tempo plano com coordenadas
(ct, x!, x%, x3):

Trajetéria 1 particula em repouso no referencial inercial:

A =x), P=x P=x

Trajetéria 2 particula em movimento uniforme na direcdo x':

x(t) = x(l) +u(t—tg), x°= x%, x% = xg.

(a) Usando a métrica de Minkowski, calcule o tempo préprio At medido ao
longo de cada trajetéria no intervalo entre f( e t;.

(b) Compare os dois tempos préoprios e interprete o resultado como uma dilatagao
temporal.

(c) Mostre que o tempo préprio calculado ao longo da trajetdria 2 é igual ao
tempo coordenado medido em um referencial inercial no qual a particula
estd em repouso. Esse resultado ilustra que o tempo coordenado de um
referencial é, por defini¢do, o tempo préprio das particulas em repouso
nesse referencial.

(d) Considere dois eventos A e B. No referencial inercial S, temos:
xﬁ = (xg, x}A) =(4,1), xg = (x%, xllg) =(1,5)

Determine a velocidade v de um referencial inercial S’ em que os eventos A
e B sdo simultaneos (i.e., ocorrem no mesmo instante em S’).
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2. Paradoxo dos gémeos e estrutura do espago-tempo: Considere o paradoxo dos
gémeos, com um dos gémeos partindo da Terra (posigdo x = 0) em uma viagem
até x = 2 com velocidade v = V3/4, retornando com velocidade v = —V3/4.

(a) Trace as linhas de simultaneidade nos referenciais inerciais da Terra e da
nave durante os trechos de ida e de volta. Mostre que as linhas de simultanei-
dade da nave antes e depois da inversdo se cruzam. Discuta a consequéncia
disso para a contagem do tempo proprio e a interpretacdo dos eventos na
perspectiva da nave.

(b) A mudanga de velocidade da nave implica uma descontinuidade nas linhas
de simultaneidade. Como descrever essa situa¢do usando um tnico sistema
de coordenadas continuo ao longo da trajetéria da nave?

(c) Analise como a mudanga instantdnea de velocidade afeta o tempo préprio
acumulado pela nave. Como essa mudanga pode ser interpretada geometri-
camente no diagrama de espago-tempo? E como ela pode ser calculada?

(d) Conceitualmente, por que ndo ha simetria entre os dois gémeos? Qual ele-
mento fisico rompe a equivaléncia entre os referenciais? Mostre como o
uso de um tunico referencial inercial e o tempo préprio ajuda a resolver o
aparente paradoxo.

3. Derivando o efeito Doppler relativistico: Considere dois observadores em movi-

mento relativo com velocidade v ao longo do eixo x'.

(a) Defina o periodo de emissao de sinais do ponto de vista do emissor e do
observador. Explique como esse periodo pode ser calculado no referencial de
cada um, destacando a distin¢do entre tempo préprio e tempo coordenado.

(b) Suponha que o emissor esta em movimento com velocidade v e o observador
estd em repouso a direita. Calcule a frequéncia (propria) observada v, em
fungao da frequéncia (prépria) emitida v,, obtendo:

1+

(c) Repita o cdlculo no referencial em que o emissor estd em repouso e o obser-
vador se move com velocidade —v. Mostre que o resultado obtido é o mesmo,
reforcando a consisténcia do efeito Doppler relativistico sob transformacoes
de Lorentz.

4. Vetores como derivadas direcionais:

(a) Mostre que a derivada direcional ao longo de um vetor v,

of _ . flx+en)- f(x
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pode ser escrita na forma tensorial como:

9 _ wof

v v oxh’



SANDRO DIAS PINTO VITENTI

Assim, o vetor v pode ser representado por:
v=ovl—.

(b) Dada uma transformacao de coordenadas y! = q)g(x), com inversa x# =
q)f(l(y), use a representacdo anterior para mostrar que as componentes trans-
formadas do vetor satisfazem:

w00y
vt = dxv

vy,

(c) Seja xH(t) uma curva parametrizada por t em um espago com coordenadas
xt. Mostre que a variac¢do infinitesimal de uma funcdo escalar f(x) ao longo
da curva pode ser escrita como

t+e€
1 9f dxt(r) . df
dfxl=lim = | S5 —q 4= 5
t

p N :
onde vt = % representa o vetor tangente a curva. Conclua que a quanti-

dade % define um objeto que age linearmente sobre vetores: um covetor
(ou 1-forma).

(d) Com base na expressdo anterior, mostre que a agdo de um covetor w, sobre
um vetor v* pode ser escrita como:

w(v) = w, dx"(v) = w,vt.



